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Einleitung

A. Hurwitz [1] beschiftigte sich 1905, meines Wissens als erster, in seiner Arbeit *Uber

eine Aufgabe der unbestimmten Analysis’ mit diophantischen Gleichungen der Art :

n n
E x?:anxi, a € IN.
i=1 i=1

Die Losungen einer speziellen Gleichung bekamen durch die Arbeiten von Markoff iiber
diophantische Approximation eine besondere Bedeutung und werden Thema des vorlie-

genden Textes sein.

Definition 0.0.1 Eine Zahl p € IN zu der Zahlen py, p, € N ezistieren, so daff (p,p1,p2)
Lésung der diophantischen Gleichung

x% + a:% + :1:% = 3117273

ist, heifft Markoffzahl. (zur Notation siehe Definition 1.1.1 (S. 13) )

Eine bislang ungeklirte Frage im Zusammenhang mit Markoffzahlen ist die sogenannte

Eindeutigkeitsvermutung.

Eindeutigkeitsvermutung : Ein Markofftripel (p,p1,p2) ist bereits durch p = maz(p,p1,p2)

bestimmt, das heifit, es kann kein Markofftripel (p,p),ph) ezistieren mit p = maz(p, p1, p2, P, ph)-

Mit diesem Text mochte ich zwei Ziele verfolgen :

1. Den Kenntnisstand bzw. neue Erkenntnisse in Bezug auf die Eindeutigkeitsvermu-

tung vorzustellen, diese zu erweitern und alternative Beweise aufzuzeigen.

2. Die Ergebnisse der oben genannten Arbeiten von Markoff darzustellen.

In Kapitel 1 (8. 18) wird zunichst der Aufbau und elementare Eigenschaften sowie die

Notation von Markoffzahlen vorgestellt. Die Ergebnisse sind weitestgehend Cassels [5]
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und Frobenius [4] entnommen. Demnach 148t eine Markoffzahl p die Berechnung gewisser

Invarianten ¢ = ¢(p) zu, die der Kongruenz

¢* = —1 mod(p)

geniigen. Mit dieser Invarianten kann man folgende Aussage beziiglich der Eindeutigkeits-
vermutung machen. Existieren zu einer Markoffzahl p zwei Tripel (p, p1, p2) und (p, p!, ph)
mit p = max(p, p1,p2, P}, Py), so entsprechen diesen Tripeln auch zwei Losungen der Kon-

gruenz :
2

q° = —1 mod(p)

Umgekehrt it sich daraus folgern, dafl bei eindeutiger Losbarkeit der Kongruenz, das
Tripel (p, p1,p2) durch p = max(p,p1,p2) eindeutig bestimmt ist. Die Aussage findet sich
bereits bei Frobenius [4], allerdings ohne Beweis. Schmutz [11] gibt einen einfachen Beweis
im Kontext arithmetischer Flichen an. Dariiber hinaus werde ich mit den Ergebnissen von
Cassels [5] im Kontext indefiniter bindrer quadratischer Formen, eine geeignete Transfor-
mation angeben, aus der die Aussage folgt. Neben dieser Invarianten mdchte ich noch fiir

gerade p, zwei weitere Invarianten ¢ und ¢, definieren, die den Kongruenzen :
¢> = —1 mod(3p — 2) und ¢ = —1 mod(3p + 2)

geniigen. Man kann die entsprechende Aussage zeigen und entsprechend folgern, dafl bei
eindeutiger Lisbarkeit einer der Kongruenzen das Markofftripel (p, p1, p2) eindeutig durch
p bestimmt ist.

Dariiber hinaus haben Schmutz [11] und Baragar [15] unabhingig voneinander Teilbar-
keitskriterien fiir eine Markoffzahl p aufgestellt, aus deren Erfiillung die Richtigkeit der
Eindeutigkeitsvermutung fiir dieses p folgt. Die Kriterien von Schmutz stellen einen Spe-
zialfall von Baragar dar, die er mit Hilfe der Invarianten g beweist. Mit den Invarianten
g+ und ¢_ kann man nun den Beweis von Schmutz erweitern und damit weitere Teile der

Teilbarkeitskriterien von Baragar zeigen.

Kapitel 2 (S. 29) stellt die Ergebnisse der Arbeiten von Markoff vor. In diesen beschiftigte
er sich mit der Frage, inwieweit eine irrationale Zahl 6 durch rationale Briiche % approxi-
miert werden kann, das heifit, inwieweit zu einer Zahl # € R\Q Zahlen x € R existieren,

so daf :
r K
0-1] <5 0.1
‘ sl =82 (0-1)
unendlich viele Lésungen r, s € Z besitzt. Ein einfaches Ergebnis aus der Zahlentheorie
besagt, daf} fiir Kk = 1 stets unendlich viele r, s € Z existieren, die die Ungleichung 0.1

(8. 6) losen (vergleiche : 2.2.1 (S. 7) ). Man kann zunichst einmal s > 0 annehmen. In
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diesem Fall ist das r bereits bestimmt und die Aussage ist dquivalent zu der Aussage, dafl
zwischen den Funktionen : . )
s —— und sO+ — (0.2)
S s

unendlich viele Gitterpunkte aus Z x Z liegen (vergleiche Abbildung 0.1 (S. 7) ). Mit Hilfe

107,

G(s) = Bs+ 1/6 F(s) = 6s- 1/6

Abbildung 0.1:  6s — % < f0s<Os+ %

der Theorie der Kettenbriiche 1488t sich zeigen, dal kK = 1 durch x = 577 ersetzt werden
kann. Markoff hat gezeigt, dafl die Konstante k = 572 zwar nicht fiir alle 0 € R\Q aber
fiir bestimmte Klassen von 6 € IR\Q weiter verbessert werden kann. Dazu definiert man
fiir ein # € R\Q :

v(f) := z'nf{ka: ‘9—2

K .. . .
< =, fur unendlich viele r,s € Z} ,
S

und

Mg = {1/(9) . 0(0) > %; 0c IR}

Die Menge Mg heiflt Markoffspektrum und wirft die folgenden zwei Fragen auf :
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1. Wie ist das Markoffspektrum bzw. sind die Elemente m des Markoffspektrums auf-
gebaut?

2. Wie sehen die Klassen ©,, :== {# € R\Q : v(8) =m ; m € Ms} fiir ein festes Ele-

ment m des Markoffspektrums aus ?

Diese beiden Fragen lassen sich nicht mehr mit elementaren Eigenschaften von Markoff-
zahlen klidren und fithren zu indefiniten bindre quadratischen Formen und den Markoff-
Formen. Markoff-Formen sind indefinite binire quadratische Form, mit gewissen ganzzah-
ligen Koeffizienten. Diese Koeffizienten lassen sich mit Hilfe der Invarianten ¢ = ¢(p) und
einer weiteren Invarianten r = r(p) berechnen. Fiir eine Markoffzahl p hat die entspre-
chende Markoff-Form f, folgende Gestalt :

fo(m,y) = pz® + (3p — 2q)zy — (3¢ — r)y* , p Markoffzahl.

Es wird sich zeigen, da8 man mit Hilfe der Wurzel f,((p, 1) = 0 einer Markoff-Form, die

Menge ©,,, beschreiben kann. Sei :

PSLy(Z) := {( a4 Z ) :ad—cd:il;a,b,c,del}

C

und
ab +b

§00:="5=4

, S:(a Z)ePSLQ(Z) LOER.

Dann ist
@V(<p) = {S o gp : S e PSLQ(Z)}

gerade der Bahnenraum von (j in R. Dariiber hinaus kann man mit Hilfe von Markoffzah-
len und Markoff-Formen das Markoffspektrum 95 konkret angeben. Sei zunéchst f eine

indefinite binire quadratische Form

f(zy) = az® + Bry + vy* 5 o, 8,7 €R

mit Diskriminante

D(f) = 8% — 4ay > 0.
Fir eine solche Form sei:
p(f) =mnf{|f(m,n)] : (m,n) € ZXxZ\(0,0)} .

Dann gilt fiir eine Markoffzahl p, deren Markoff-Form f, und den Wurzeln f,(¢,,1) =
fo(¢y, 1) = 0 der Markoff-Form :

p(fp) =p und \/D(fp) =V9p? —4.
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Mit diesen Werten kann man nun das Markoffspektrum angeben :

,U(fp) _ p _ V(Cp) €M .

\/D(fp) v9p2—4

Umgekehrt existiert zu jedem Element m € Mg eine Markoffzahl p mit :

p

Vo2 — 4

Damit ist das Markoffspektrum 91 diskret und hat als einzigen Haufungspunkt % Weiter

m =

gilt :
1 ..
—<m< —— fir alle m € M.

3 V5
Insgesamt stellt sich natiirlich die Frage, was indefinite binire quadratische Formen mit
Losungen der Ungleichung :
|s6 —r| < £
s

zu tun haben. Diese Frage ist nicht einfach zu beantworten und wird im Kapitel 2 (S. 29)
genauer behandelt. Allerdings ist es moglich geometrisch eine Analogie feststellen. Dazu
betrachte man zunichst die Menge N, = {(z,y) € R? : f,(z,y) = 0}. Offensichtlich kann

man diese Menge als Vereinigung der Mengen
Np = {(sCp,8) = s €R, (G, 1) =0} U{(s¢),8) = s €R, fp(G,1) =0}
darstellen. Betrachtet man nun den Wert p(f,), also
p(fp) = inf { |fp(m,n)| : (m,n) € ZxZ\(0,0)},

so liegt dessen Urbild (m,n), soweit es denn explizit existiert, sicherlich in der 'N#he’ der
Menge N,. Fiir eine Markoff-Form kann man das Urbild des Infimums angeben. Es gilt :

u(fp) = fpla,p) = p-
Betrachtet man nun die 'Hohenlinien’ H), also :
Hy = {(z,y) €R® : |fp(z,9)| =p} ,

so gilt (g,p) € Hp. Existiert ein weiteres Tupel (r',s') € Z x Z\(0,0) innerhalb der durch
Hj, berandeten Menge, so gilt aufgrund der Stetigkeit von f, :

[fp(r's ) < 1fp(a;p)| = inf { |fp(m,n)| : (m,n) €ZxZ\(0,0)}

(siehe Abbildung 0.2 (S. 10) ). Ist andererseits u(fp) ein ’echtes’ Infimum, so existiert eine
Folge (rpn, sn)nen C Z x Z\(0,0) mit :

|fp(7°na 3n)| - |fp(Q7p)|'
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.+ SZp

-10 5 5 10

Abbildung 0.2:  fy(z,y) =0 mit f,(q,p) = u(fp) = p und 'Hohenlinien’ H),

Damit liegen zu jedem & > 0 unendlich viele Tupel (7., Sm)men C (Tn, Sn)nen innerhalb
der durch Hp, . berandeten Menge. Vergleicht man nun die Abbildung 0.2 (S. 10) mit der
Abbildung 0.1 (S. 7) , so wird die Analogie sichtbar.

Die Ergebnisse der Arbeiten von Markoff sind die beiden Theoreme The Markoff chain
for forms 2.1.4 (8. 81) und The Markoff chain for approximations 2.2.9 (S. 42) . Die
Aussagen sind umfangreicher, als meine bisherigen Ausfithrungen und werden im Kapitel
2 (S. 29) ausfiihrlich dargestellt. Die Beweise von Markoff basieren im wesentlichen auf
der Theorie der Kettenbriiche. 1913 gelang es Frobenius [4], der die umfangreichste Arbeit
iiber Markoffzahlen geschrieben hat, Teile des Satzes mittels indefiniter binérer quadrati-
scher Formen zu beweisen, die Cassels [5] 1959 vervollstindigte.

Neben den Zusammenhingen zur diophantischen Approximation und den indefiniten binédren
quadratischen Formen bzw. Minimalformen (siehe : Remak [6]) existiert ein Zusammen-
hang zur hyperbolischen Geometrie (siehe : Cohn [7, 8] 1955, Lehner/Sheingorn [9] 1984,
Haas [10] 1986) und speziell zu den Lingenspektren arithmetischer Flichen (siehe Schmutz
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[11]).

Kapitel 3 (S. 49) beschiftigt sich noch einmal mit der Eindeutigkeitsvermutung von
Markoffzahlen und nutzt dabei die Ergebnisse aus Kapitel 2 (S. 29) aus. Dabei wird die
Frage gestellt, welche Werte die Invariante ¢ = ¢(p) annehmen kann. Schmutz [11] gibt

eine untere Schranke ((p) an, bei der aus der eindeutigen Losbarkeit von

¢> = —1mod(p) , fir ¢(p) < g,

die Richtigkeit der Vermutung fiir p folgt. Mit den Ergebnissen von Frobenius [4] kann
man zum einen eine obere Schranke £(p) angeben und zum anderen nachweisen, daff beide

nicht verbesserbar sind.

Fur Markoffzahlen 148t sich eine Fiille von Invarianten und Konstanten definieren, die
in einer ebensolchen Fiille von, meist elementaren, Gleichungen und Kongruenzen mit-
einander verbunden sind, was schnell dazu fithren kann, dafl man, schon bei einfachen
Rechnungen, den Uberblick verliert. Deshalb habe ich mich bemiiht einerseits die De-
finitionen auf das N&tigste zu beschrinken und andererseits die jeweiligen Rechnungen

ausfiihrlich darzustellen.

Bemerkung 0.0.2 Leider gibt es bei Markoffzahlen und deren Invarianten und Konstan-
ten keine eindeutige Notation. So kann man zum Beispiel folgende Bezeichnungen fir ein
Markofftripel finden :

(:c,y,z), (pa%r)a (mamlamQ)a (paplap2)'

Ich habe im vorliegenden Text die Notation (p,p1,pe) fir ein Markofftripel von Frobenius
[4] und Remak [6] dbernommen. Leider kann man dabei vermuten, daf es sich bei einer
Markoffzahl p um eine Primzahl handelt. Dies ist im allgemeinen nicht so. Primzahlen

werden in diesem Text mit p bezeichnet.

Einen herzlichen Dank méchte ich Herrn Prof. Dr. Helling fiir die interessante Themen-

stellung und die hilfreiche Betreuung meiner Diplomarbeit aussprechen.
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Kapitel 1

Markoffzahlen

1.1 Elementare Eigenschaften

Definition 1.1.1 Eine Zahlp € N T zu der Zahlen p1, po € N ezistieren, so dafs (p,p1,p2)
Lésung der diophantischen Gleichung

x? 235 + 22 = 3117013 (1.1)

ist, heifst Markoffzahl. (Markoffzahlen : Siehe Abbildung 1.1 (S. 16) )

Mit p sind natiirlich auch p; und pa Markoffzahlen. Innerhalb eines Markofftripels (p,p1,p2)
ist p nicht gegeniiber p; oder py ausgezeichnet. Im weiteren wird jedoch p die zu betrach-
tende Markoffzahl sein, an die meist eine Bedingung wie zum Beispiel p = max(p, p1,p2),
oder p ist Erzeugende einer Markoffkette (vgl. Abschnitt 1.2 (S. 18) ). Die mogliche Be-
dingung wird im jeweiligen Fall angegeben. Eine Markoffzahl p ist nicht notwendig eine

Primzahl.

Definition 1.1.2 Eine singuliire Lésung der diophantischen Gleichung ( 1.1 (S. 13) )

ist ein Markofftripel, bei dem zwei Markoffzahlen tbereinstimmen.

tFiir die folgenden Ausfiihrungen sind nur Losungen p, p1,p2 € IN relevant, obwohl natiirlich auch eine
allgemeinere Betrachtung fiir p, p1, p2 € Z mdoglich wire. Eine solche, allgemeinere Betrachtung findet sich
beispielsweise bei Cassels [5].
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Singulédre Lésungen ;

Sei also:
b1 = P2
=  p+pi+p; = 3ppipe
& p?+2p? = 3pp}
= p1 teilt p
Seid €N mitp = dp
= &pi+2pt = 3dp}
& d242 = 3dp,
& 2 = 3p—d
€z
= dteilt 2

= d=1 oder d=2.
Die einzigen singulidren Losungen sind (1,1,1), und (1,1,2).

Benachbarte Losungen :
Sei (p,p1,p2) ein nicht-singulidres Markofftripel und

®,(z) = 2* — x(3p1p2) + (p] + P3). (1.2)

Offensichtlich ist p Wurzel von ®, und fiir die Diskriminante D(®,)
gilt :

2
D(®,) = (_321:02) — (p} +p3).

Sei nun p; > po

9 2
= PG = Zpi- (p—§ + 1)
1 4 pI
-
>2 P
= D(®,) > 0 und P, besitzt eine zweite Wurzel p'.
= &) =  (z-plz—p)

= 2> —z(p+p) +pp'.
Ein Koeffizientenvergleich mit ( 1.2 (S. 14) ) ergibt :

p+p' = 3pipa pp' = pt +p3
=  p ist ganz und =p' >0
= p' ist Markoffzahl.

Bemerkung 1.1.3 Aus jedem Tripel (p,p1,p2), das keine singulire Lisung ist, erhilt man

drei neue Tripel :

(plaplap2)a (papllap2)a (paplapé)
mit p' = 3p1p2 —p, P| =3pp2 —p1, Py = 3pp1 — 2. (1.3)
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Sei p1 = maz(py,p2)- Es ist :
Op(z) = 2% —z(3p1p2) + (p1 + P3)
= (z —p)(z —p).

Entsprechend gilt :

®,(p1) (1.4)
= p?—p1(3p1p2) + (p? + pd)

(p1 —p)(p1 — )

< 3p}—3pips
3p? (1 —p2)
——r

<0

= q)p(pl) < 0.
Aus (1.4 (8. 15)) folgt :

p > max(p,p2) >p
oder p' > maz(p1,p2) > p-

Sei nun p = maz(p, p1,p2). Mit entsprechenden Uberlegungen, wie oben, erhilt

man :
! ! !
py>p, pp>p, maz(pi,p2) >p

Bemerkung 1.1.4 Jedes Tripel besitzt somit zwei Nachbartripel; eines mit einem grifie-

ren mazimalen Element und eines mit einem kleineren mazimalen Element :

(p',p1,p2)
)
(p,p1,p2)
N
(p,p1,p2) (Pyp1,P5)-

Bemerkung 1.1.5 Beginnt man mit einem beliebigen Tripel und berechnet jeweils das
benachbarte Tripel mit dem kleineren mazimalen Element, so muf8 der Prozef irgendwann
stoppen, und dies kann nur bei einem singuldren Tripel sein.

Andererseits kann man, ausgehend von einem singuldren Tripel in umgekehrter Richtung,

zu jedem beliebigen Tripel gelangen.

Lemma 1.1.6 Alle Losungen konnen in einem Baum, ausgehend von (1,1,1), berechnet

werden und es gilt :
99T (p,p1) = 997 (p, p2) = 99T (p1,p2) = 1.
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Beweis :
Der erste Teil des Lemmas ergibt sich aus der Bemerkung 1.1.5 (S. 15) .
Angenommen : gg7T'(p,p1) =d #1

P +pl+pi=3ppipr = d teilt py
p' =3pipe—p = d teilt p.
Das heift, d teilt den gg7T' von allen benachbarten Lésungen und damit auch von deren

benachbarten, u.s.w.
= d teilt g¢T'(1,1,1).

Abbildung 1.1 (S. 16) beschreibt den Aufbau von Markoffzahlen. Fiir die nichsten Ab-
(1,233,610)

(1,89,233) ———— (89,233,62210)

/ - (34,9077,925765)

(13489) — (8489.9077) ————— (89,9077,2423525)

13,51641,2012674)
o )

(13,1325,51641)

(13341325 T (1325,51641,205272962)

(1,13,34)
(34,1325,13513)

- (5,2897,43261)
5,194,2897
/ ¢ )— (194,2897,1686049)

158 ——

(5,13,194)
/ — - (13,7561,294685)
(13,194,7561)
\

(194,7561,4400489)

(2.985,5741)
(125)

R
/(2’169'985) T (169,985,499393)
(2.29,169)
_— T~ (29,14701,1278818)
[

(25.29) (29,169,14701)
T (169,14701,7453378)

112

 (56466,9655)
(5,20,433) — (5:433,6466)

/ \ \ (433,6466,8399329)
@1 (29,433,37666)

Abbildung 1.1: Markofftripel

schnitte sind neben der Markoffzahl p auch die Zahlen (3p + 2) von Interesse. Der Rest
dieses Abschnittes beschiftigt sich mit elementaren Teilbarkeitskriterien von p und (3p+£2).

Bemerkung 1.1.7
p # 0 mod(4)
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Beweis :
Annahme: p=0mod(4) = p1,pe sind ungerade

= p%, pg sind entweder :

= (An+1)? = 16n2+8n+1 =8n*+1
oder
(4n' +3)? = 16n?+24n'+9 =8n" +1

fiir geeignete n,n’, n*, n'™

= 0=3ppip2 = p°+p?+ 0}
= 0+1+1 mod(4).

Bemerkung 1.1.8 Ist p eine Markoffzahl, so ist jeder ungerade Primfaktor von p,(3p -
2), (3p + 2) von der Form (4n + 1).

Beweis :
1.) Fiir p wegen :
P +pi+ps = 3ppip
= p@Bpip2—p) = pi+pi.
2.) Fiir (3p £2) wegen :
pip2(3p£2) = 3ppips & 2pips

= p?+p?+pit2pipy
= p’+(pEp2)?

Andererseits besitzen diese Eigenschaften auch Zahlen wie 37 und 61, die keine Mar-
koffzahlen sind.

Bemerkung 1.1.9

a.) (Bp=x2)#2mod(4), (folgt direkt aus Bem. 1.1.7 (S. 16))
b.) Bp+2)#2p, p Primzahl,p # 2.

Beweis : b.) Wegen Bemerkung 1.1.8 (S. 17) gilt:

D = (4n+1) ,mneN
= 2p = 2 mod(4)
= (Bp*x2) = 2mod(4) Widerspruch zu Bemerkung 1.1.9 (S. 17) a.).
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1.2 Ketten und die Invariante ¢(p)

Definition 1.2.1 Sei (p,p1,p2) ein Markofftripel mit p = mazx(p,p1,p2). Berechnet man
ausgehend von (p,p1,p2) fortwihrend Tripel mit grofieren maximalen Elementen, mit der

Beschrinkung, p festzuhalten, so nennt man diese Lisungen {(p, pi, pi+1)ien} eine Kette
beziiglich p.

Bemerkung 1.2.2 Sei nun (p,p1,p2) ein Markofftripel mit p = maz(p, p1,p2).

a) Je zwei der Markof fzahlen sind teiler fremd.
Somit gilt :
p? +pi +p3 = 3pp1pe
= pi +p3 =0 mod(p)
b) =D =-2
Definition 1.2.3 Sei (p,p1,p2) nichi-singulires Markofftripel, mit p = mazx(p,p1,p2)-
Man wihle e = £ 1, so daf8 fir q,q1,q0 mit

eg = B = —B mod(p)
= P2 = _P
e = B = —5  mod(p)
= P = _Pn
£ = 5 = ) mod(p2)
0<q<§ und 0<qi<%,i:1,2gilt. (1.5)

Man kann, fiir ein ¢, die Reihenfolge von p; und ps bzw. das Vorzeichen ¢ dndern und
die Kongruenz in Definition 1.2.3 (S. 18) bleibt trotzdem richtig. Entsprechend kann man
nun das Vorzeichen bzw. die Reihenfolge so wihlen, dafl +¢q der absolut kleinste Rest von
PLooder 22 mod(p)
P2 Y4

ist. Geht man, bei festgehaltenem p, zu einer benachbarten Losung (p, p3, p2)
iiber :

It. (1.3(S.14)) p3 = 3ppa—p1
5> B wmon
= p-u

= —2 mod(p) ,

so bleibt ¢ bis auf das Vorzeichen unverdndert. Wiederholt man dies beliebig oft und
kommt man zu der Lésung (p, p;, pi+1), so gilt

entsprechend :
Di
Pi+1

= +q mod(p).
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Damit ist ¢ Invariante der Kette {(p,pi, pi+1)icn}- Entsprechend sind auch ¢; und ¢
Invarianten der Ketten {(p1,p1,,p1;,,)jen} bzw. {(p2,p2;, P2, )ken} - Die Invariante ¢
ist gegeniiber ¢; und g9 nur dadurch ausgezeichnet, dal p = maz(p, p1,p2) gilt.

Es ist :

pi(1+¢%) = pi + p5 = 0 mod(p)
= ¢° = —1 mod(p).

Insgesamt gilt damit :

Bemerkung 1.2.4

¢® =—1mod(p), ¢} =—1mod(p1), ¢3=—1mod(py).

Mit diesen Kongruenzen kann man ein weiteres Zahlentripel (r,r1,r2) definieren.

Definition 1.2.5 Fir ein Markofftripel (p,p1,p2) mit den Invarianten (q,q1,92) sei das
Tripel (r,ri,r2) definiert als :

pr—q¢ =1, piri—¢’ ,
1=1, para—gp =1

Bemerkung 1.2.6 Die Definition der Invarianten q besitzt die Einschrinkung, daf (p,p1,p2)
nicht-singuldres Markofftripel ist. Allerdings ist es sinnvoll auch fiir die singuldren Tripel
(1,1,1), und (2,1,1) die Werte q und r zu definieren, um spater auch Markoff-Formen
fir p =1 und p = 2 definieren zu konnen. Bei Frobenius [4] finden sich hierfir folgende
Werte :

p=2:q=1 r=1.

Leider erhdlt man mit diesen Werten keine sinnvollen Markoff-Formen.

Beziiglich der Tripel (p,p1,p2), (¢,91,92) und (r,r1,r2) gelten unter anderem folgende Rela-

tionen .

Lemma 1.2.7 Fiir ein nicht-singuldres Tripel (p,p1,p2), mit p = max(p, p1,p2)

gilt :
Pg2  — p2q =p1 (1.6)
Pig —pq =p2 (1.7)
pigz — pagi =p = 3pip2 —p. (1.8)
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Da sich die Beweise dhneln, moéchte ich nur die erste Gleichung zeigen.

Bewelis :
Es gilt :
pq2 — p2q = Pa2
= p1 mod(p2)
nach Def. 1.2.3 (S. 18) ist : eqa = —B mod(p)
und : PG —p2q = —p2q
= p1 mod(p)
wg. 99T (p,p2) =1 : pge—p2g = p1 mod(pap)
aber : Pg2 —p2q —p1 < Pg2
< pp2
aus (1.5 (S.18))folgt : pga—pag—p1 > p—palp—1)—p1

(p+p2 —p1) —pp2
| S ——

>0
= > —pp2

= PQq2 — p2q = Pp1.

Mit der Definition von ¢ hat man eine Invariante von Ketten gefunden, die eine zen-
trale Stellung in der Theorie der Markoffzahlen einnimmt. Die Invariante g wird fiir alle
wesentlichen Konstruktionen in Kapitel 2 (S. 29) , bei Markoff-Formen, beim Markoffspek-
trum und im Kontext arithmetischer Flichen, bendtigt.

Dariiber hinaus lit sich mit Hilfe von ¢ zwar nicht die Eindeutigkeitsvermutung bestéti-
gen, aber man kann mit ¢ = ¢(p) Kriterien fiir eine Markoffzahl p angeben, aus deren
Erfiilllung die Richtigkeit der Vermutung fiir eben jenes p folgt. Ein solches Kriterium hat
Schmutz [11] bewiesen.

Theorem 1.2.8 Wiirden mehrere Ketten beziiglich p existieren, so wiirden ihnen auch

mehrere Losungen q der Kongruenz :
¢* = —1 mod(p) (1.9)

entsprechen.

Das Theorem l48t sich sehr leicht, allerdings nicht mit den bisherigen Mitteln, beweisen.
Im Abschnitt 2.1 (S. 29) , im Kontext indefiniter bindrer quadratischer Formen, werde ich
zeigen, daB sich eine geeignete Transformation angeben 148t, aus der die Aussagen direkt

folgen.
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Kommen wir nun zur Aussage des Theorems. Wenn ein Markofftripel (p,p1,p2) nicht ein-
deutig durch p = maz(p, p1,p2) bestimmt ist, also ein weiteres Tripel (p,p!,ph) mit p =
max(p, p, py) existiert, wiirden auch zwei Ketten {(p, p;,pit1)ien} und {(p,p'n)ien}
beziiglich dieser Markoffzahl p existieren. Theorem 1.2.8 (S. 20) besagt, daf} in solch einem
Fall die beiden Ketten unterschiedliche Invarianten ¢ und ¢’ definieren.
Umgekehrt folgt aus der eindeutigen Losbarkeit der Kongruenz ¢ = —1 mod(p), fiir ein
p, die Richtigkeit der Eindeutigkeitsvermutung fiir dieses p. In Kapitel 3 (S. 49) wird
gezeigt, daB fiir eine Markoffzahl p nur ein bestimmter Bereich von Lésungen g der Kon-
gruenz ¢> = —1 mod(p) relevant ist (Theorem 3.0.1 (S. 49) ) , und zwar :
0<¢lp) <g<ém <’ 5
Das heifit, man kann die Aussage von Theorem 1.2.8 (S. 20) mit Hilfe des Theorems
3.0.1 (S. 49) der Art erweitern, daB aus der eindeutigen Losbarkeit der Kongruenz ¢? =
—1 mod(p), fiir {(p) < q < &(p) folgt, daBl das Tripel (p,p1,p2) eindeutig durch p =
maz(p, p1,p2) bestimmt ist.
Alle mir sonst bekannten Kriterien, aus denen die Richtigkeit der Eindeutigkeitsvermutung
fiir ein p folgt, setzen einen konkreten Aufbau von p bzw. (3p £ 2) voraus (vgl. Theorem
1.4.4 (S. 25) ).
Dies sollte Anlafl genug sein, nach weiteren Invarianten ¢4 zu suchen, die dhnliche Eigen-
schaften wie die Invariante g besitzen, und fiir die eine dhnliche Aussage wie Theorem
1.2.8 (S. 20) moglich ist.

1.3 Die Erweiterungen g¢.(p)

Bei der Konstruktion der Erweiterungen ¢4 (p) wollen wir uns an der Konstrukion der
Invarianten g orientieren. Dessen Ausgangspunkt ist die Bemerkung 1.2.2 (S. 18) . Demnach
beno6tigt man zunichst eine Gleichung, die der Gleichung

P +pi+ps = 3ppipe

dhnelt. Bei Bemerkung 1.1.8 (5. 17) 2.) findet man folgende Gleichung :
P’ + (pr£p2)” = pip2(3p £ 2). (1.10)

In Bemerkung 1.2.2 (S. 18) wird als néchstes sichergestellt, dafl je zwei der Zahlen p, p;

und po teilerfremd sind. Damit erhélt man :

pnn = _P2
5= 5 modp)

Also wire nun zu zeigen, daf} je zwei der Zahlen p, (p1 +p2) und (3p £ 2) teilerfremd sind.

Dies ist allerdings nicht ohne weiteres richtig.
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Bemerkung 1.3.1 Fiir ein Markofftripel (p,p1,p2), mit p = maz(p,p1,p2), gilt :

99T (p, (p1 £ p2)) = 1 oder 2 ,
99T (p, (3p £ 2)) 1 oder 2 und

99T ((p1 £ p2),(3p £2)) = 1 oder 2.

Beweis :
Sei im weiteren p; > pe und damit (p; £ p2) > 0. Angenommen, es ist :

99T (p,p1 £ p2) =a > 1,a € IN. Somit gilt, mit geeigneten ap,ap, p, € N :

= p = aap und p1 £ pa = aap, p,
Zusammen mit Gleichung ( 1.10 (S. 21) ) erhilt man :
= pip2(3p £2) = a*(aj £ a3, )

Wegen ggT'(p,p1) = 99T (p, p2) = 1 gilt :
a? teilt (3p £2)
= 99T (p,3p£2)) =a
Mit geeigneten a(3,10y,ap € IN ist :
p=aap, und 3p+2) = a2a(3pi2)

= 3p£t2=23aa,+t2= a2a(3pi2)
= % = G;(J,(gp:tg) - 3ap
N—_————
eN
= a =1 oder 2.

Damit hat man auch gezeigt ggT'(p, (3p £+ 2)) = 1 oder 2. Mit denselben Uberlegungen
folgt: ggT (p1 + p2, (3p £2)) =1 oder 2.

Bemerkung 1.3.2 Fiir jedes q= = q+(p) sei p und damit auch (3p + 2) als ungerade

angenomimen.

Mit dieser Annahme sind je zwei der Zahlen p, (p; +p2) und (3p £ 2) teilerfremd, und man
erhilt (vgl. Bem. 1.2.2 (S. 18) b)) :

P2+ (p1 £p2)? = p1p2(3p £ 2)
= p’+(pEp)? = 0 mod(3p £ 2)
_ +
= plim = _p_lpm mod(3p + 2).

Jetzt kann man sich entsprechend zu dem obigen ¢, zwei g4 definieren.

Definition 1.3.3 Sei (p,p1,p2) ein Markofftripel, mit p = max(p, p1,p2) und p ungerade.
Man wdhle € = £1, so daf$ fir g+ mit :

b
=€ mod(3p + 2
G = e (3p£2)
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(Bp£2)

0<qge < 5 gilt.
Fiir die beiden Erweiterungen ¢ gilt wieder :
(p1£p2)*(1+41) = (p1£p2)*+p?

= pip2(3p£2)
0 mod(3p £+ 2)
—1 mod(3p £ 2).

2
= 91

Geht man jedoch bei festgehaltenem p zu einer benachbarten Losung (p, p3,p2) mit pg =
3pp2 — p1 iiber, so kann man leicht nachrechnen, daf§ die definierten ¢4 (p) im Normalfall
keine Invarianten der Kette {(p,p;, pir1)ien} sind f. Dies ist allerdings fiir die nachfolgen-
den Uberlegungen auch nicht notwendig.

Als néchstes bendtigt man noch zwei einfache Abschétzungen. Aus Bemerkung 1.1.3 (S. 14)

folgt fiir ein nicht-singuldres Tripel :

p = 3pipp—p  mit :p>maz(p,p2) >p
= > 3p1p2 — pip2
= > p1 + po.
Dariiber hinaus gilt :
2p+p+2 = (3pt2)
= p < BeED i (3p—2) > 2.

Da (3p — 2) > 2 fiir ein ungerades (3p £2) (Bem. 1.3.2 (S. 22) ) keine Einschrinkung
darstellt, gilt insgesamt fiir ein Tripel mit p > p; > po :

(p1£p2) < %- (1.11)

Theorem 1.3.4 Wiirden mehrere Tripel (p,p1,p2) und (p,p},ph) beziglich einer ungera-
den Markoffzahl p existieren, so wiirden dieser Markoffzahl auch mehrere Lisungen q+ der
beiden Kongruenzen :

g3 = —1 mod(3p +2) (1.12)

entsprechen.
Beweis :

Angenommen es existieren zu einer Markoffzahl p zwei Tripel (p, p1, p2) und (p, p!, p) mit

g+ = ¢, also :

eplim = 6’@ mod(3p + 2)
= e(prEpy) = €(p) £p5) mod(3p +2).

tDaher auch die Bezeichnung : ’Erweiterungen g+’
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Angenommen es gilt € # & :

= —(p1 £ p2) = (p1 £p3) mod(3p £2)
= Bpx2)—(p1xp2) = (P £ph). 1t. 1.11 (S. 23)
S—— N—
< (3p£2)  (3p£2)
S ()

Also haben wir € = ¢ und somit :
(p1£p2) = (P} +p5) mod(3p +2)
= (p1Ep) = (7 £ 1Y)
Da fiir beide Tripel folgende Gleichung gilt :

pip2(3p+2) = p*+ (p1E£p2)?
folgt : P1P2 = P ph
mit VSRS D) = (P £ p3)
ergibt sich p1 =7 oder p1 = ph.

1.4 Anwendungen von ¢(p) und ¢4 (p)

FaBt man nun die bisherigen Uberlegungen zusammen, so ergibt sich folgende Bemerkung

Bemerkung 1.4.1 Aus Theorem 1.3.4 (S. 23) wund Theorem 1.2.8 (S. 20) folgt, bei

eindeutiger Erfillung mindestens einer der drei Kongruenzen :
g2 = —1 mod(3p = 2), und ¢* = —1 mod(p),

die Richtigkeit der Eindeutigkeitsvermutung fir das p.

Beispiel 1.4.2 Fir die Markoffzahl p = 51641 besitzen die Kongruenzen die Lisungen :

¢ = —1 mod(p) oz = 19760
1 oxg = 22502

¢ = —-1mod(3p+2) : zy, = 2007
¢ = —1modBp—2) : z_, = 1968
o, = 27204

c_, = 45700.

Aus der eindeutigen Losung fir q4 folgt die Findeutigkeitsvermutung fir das p.
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Allerdings gibt es auch Markoffzahlen bei denen alle drei Kongruenzen mindestens zwei

Losungen haben.

Beispiel 1.4.3 Dies ist zum Beispiel fir p = 1325 und p = 9077 der Fall :

p = 1325 z; = 182 , und P = 9077 x = 2216
2 = 807 o = 3468

Ip+2 = 3977 x4, = 1239 p+2 = 27233 =z, = 13319
Ty, = 1918 Ty, = 13432

3p—2 = 3973 z_, = 1607 3p—2 = 22681 z_, = 5482
r_, = 1955 r_, = 11069

Im Kapitel 3 (S. 49) wird mit dem Theorem 3.0.1 (S. 49) die Richtigkeit der Eindeutig-
keitsvermutung fiir p = 1325 (Beispiel 3.0.2 (S. 52) ) und mit der Bemerkung 3.0.6 (S. 54)
entsprechend fiir p = 9077 (Beispiel 3.0.7 (S. 54) ) gezeigen werden.

Die eigentliche Motivation zur Definition der Erweiterungen ¢+ waren die Theoreme 1.4.4
(S. 25) von A.Baragar [15] und 1.4.5 (S. 26) von Schmutz [11]. Beide haben unabhingig
voneinander Kriterien fiir die Richtigkeit der Eindeutigkeitsvermutung fiir eine Markoft-
zahl p gezeigt, die mit dem Aufbau von p und (3p + 2) zusammenhiéngen. Die Aussagen
von A. Baragar sind die umfangreicheren. Schmutz[11] hat eine der Aussagen mit Hilfe
elementarer Eigenschaften der Invariante g gezeigt. Im weiteren werde ich versuchen die
restlichen Aussagen mit dhnlichen Eigenschaften von ¢ und den Erweiterungen g1 zu zei-
gen.

1994 hat A. Baragar in [15] folgendes Theorem bewiesen.

Theorem 1.4.4 Ein Markofftripel (p,p1,p2) ist durch p bestimmt, wenn p oder (3p + 2)
von der Form 2%p, p Primzahl, k = 0,1,2, sind.

Das Theorem gilt, wegen Bemerkung 1.1.7 (S. 16) und 1.1.9 (S. 17) , nur mit den Ein-
schrankungen:

p #Z 0 mod(4) und (3p + 2) # 2 mod(4).

Es ist erweiterbar fiir die Fille, da8 p von der Form 2%5", § Primzahl, k = 0,1, n € IN, ist,
und daB (3p+2) von der Form 2¥5", 5" ungerade Potenz einer Primzahl, k = 0,2, n € N,
ist. Die Uberlegungen gehen auf Don Zagier und Harvey Cohn zuriick. Man fafit, fiir eine

ungerade Markoffzahl p, die Gleichung :

z® +y? — 3pzy = —p°

als Norm
Ngjlz +wy) =—p* , K =Q(w)
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auf, wobei w die groflere der Losungen
W+ 3pw+1=0

ist. So erhélt man eine Bijektion der Kette {(p;, pi+1,p)ien} und Losungen 8 € Z x wZ
mit :
Ng(B) = —p°.

Fiir eine nihere Betrachtung dieser Beziehungen sei auf A.Baragar [15] verwiesen.

Bei Schmutz [11] findet sich, unabhingig davon, ein einfacher Beweis des Spezialfalls
p = p",p Primzahl, von Theorem 1.4.4 (S. 25) . Dieser Beweis basiert auf elementaren

Eigenschaften der Invarianten gq.

Theorem 1.4.5 FEin Markofftripel (p,p1,p2) ist durch p bestimmt, wenn p Potenz einer
Primzahl p ist.

Bemerkung 1.4.6 Fir die Markoffzahl 169, gilt 169 = 13 - 13.

Beweis :

a) Fiir p = 2 ist die Aussage wegen Bemerkung 1.1.7 (S. 16) offensichtlich.

b) Sei also p = p",p # 2, Primzahl. Angenommen das Markofftripel (p,p1,p2) sei nicht
durch p bestimmt. Wegen Theorem 1.2.8 (S. 20) existieren dann ¢, ¢' mit (0 < ¢,¢’ < ).
Sei ¢’ > ¢, dann gilt :

(¢ — ¢?) 0  mod(p)

= (¢ +q)(d —q) 0 mod(p")
Rf—/w—/
<pn <p"

= @ +q)= (¢ —0q) 0 mod(p)
N q = 0 mod(p)
= It.(15(S.18) )8 = 0 mod(p)
= 99T (p, p1) # L

Widerspruch  zu Lemma 1.1.6 (S. 15)

Nun kann man versuchen die fehlenden Aussagen von Theorem 1.4.5 (S. 26) &hnlich
zu beweisen. Zunéichst einmal miifite sich der obige Beweis fiir den Fall p = 2p" erweitern

lassen.

Theorem 1.4.7 Ein Markofftripel (p,p1,p2) ist durch p bestimmt, wenn gilt :

p=2p", p Primzahl.
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Beweis :

Es gilt, wegen ¢’ > ¢ :

(@ +q)(d—q) = 0mod(2p")
S——
<2p™ <pm
= a2p” a € N.

Entsprechend zu oben ist zu zeigen, dafl eine Aufteilung :
(d+q) = p"<2p"=pund (¢ —q) = 2a
nicht méglich ist. Mit einer solchen Aufteilung wire :

(¢ —q) = 0mod(2)
= (d+q9 = " = 0mod(2)
= P = 2p" 0 mod(4). Widerspruch zu Bem. 1.1.7 (S. 16)

Wegen (¢' — q) < p" folgt :

=(¢'+q)= (¢ —q) = 0 mod(p).

Mit diesen Uberlegungen kann man wie bei Theorem 1.4.5 (S. 26) argumentieren. O

Fiir die restlichen Aussagen von Theorem 1.4.4 (S. 25) koénnen wir nun auf die Erweite-

rungen g1 zuriickgreifen, die dhnliche Eigenschaften wie die Invariante ¢ besitzen.

Theorem 1.4.8 Sei p eine Markoffzahl. Gilt fiir ein Vorzeichen (3p+2) ist ungerade Po-
tenz einer Primzahl p, so ist das Markofftripel (p,p1,p2), mit p = maz(p,p1,p2), eindeutig

durch p bestimmt.

Beweis :

Da (3p=+2) als ungerade Potenz einer Primzahl p vorausgesetzt ist, gilt (3p£2) # 2", n > 2.
Sei also (3p+2) = p", p # 2 Primzahl, und n > 2. Angenommen das Markofftripel (p,p1,p2)
sei nicht durch p bestimmt. Wegen Theorem 1.3.4 (S. 23) existieren dann ¢y, ¢/, mit :

(3p2:|: 2) |

(O < q:l:aqil: <
Sei ‘q+ > g+, Dann gilt :
(2 —¢%) = 0 mod(3p +2).

Mit der gleichen Argumentation wie beim Beweis von Theorem 1.4.5 (8. 26) b), fiir g1 = ¢,

erhilt man :

g+ = 0mod(p)
IJI%PZ = 0 mod(p).
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Dies ist ein Widerspruch zu ggT(p, (3p +2)) = 1. O

Damit konnten wir Theorem 1.4.4 (S. 25) , bis auf den Fall (3p £ 2) = 4p™, (3p £ 2)

ungerade Potenz einer Primzahl, beweisen.
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Kapitel 2

Markoffzahlen in verschiedenen

Kontexten

2.1 Markoff-Formen

Mit Hilfe von Markoffzahlen lassen sich gewisse Koeffizienten fiir indefinite binéire quadra-
tische Formen definieren, den sogenannten Markoff-Formen. Es wird sich zeigen, dafl man
mit den Nullstellen dieser Formen einen guten Uberblick iiber das Markoffspektrum 9

bekommen kann. Sei also f eine indefinite bindre quadratische Form,

f(z,y) = az® + Bzy +vy> , a.B,7€ER

mit Diskriminante

D(f) = B* — 4ay > 0.

Fiir eine solche Form sei:

p(f) = inf{|f(m,n)| : (m,n) €ZxZ\(0,0)} .

SLo(Z) = {( “ 2) :ad—cdzl;a,b,c,del}
c

definiert man fiir indefinite binire quadratische Formen f und f’ die folgende Aquivalenz-

Mit Hilfe von

relation :
flzy) ~ f'(z,y)
b
& es existiert ( “ J ) € SLy(Z) ,mit f'(ax + by, cx + dy) = f(z,y).
C
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Definition 2.1.1 Sei f eine indefinite bindre quadratische Form,

f(z,y) = az® + Bzy +vy*, @,B,7 € R.

Sind «, B, ganzzahlig und teilerfremd und gilt :

so heifit f Markoff-Form.

Dies ist natiirlich eine sehr allgemeine Definition von Markoff-Formen. Sie beinhaltet weder
Markoffzahlen, noch gibt sie dariiber Aufschlufl , wie eine solche Form letztlich aufgebaut

ist. Die einzig auflergewthnliche Forderung an eine Markoff-Form ist % > % . Betrach-

ten wir also zunéchst den Bruch \}‘%. Seien f und f’ zwei dquivalente Formen . Wegen
a,b,c,d € Z und
f'(az + by, cx + dy) = f(z,y)

nehmen beide Formen auf Z x Z dieselben Werte an. Also gilt:
p(f) = pu(f) , fir f ~ f".
Dariiber hinaus gilt fiir eine Zahl 7 € IR\{0} :
u(rf) = |7lp(f) , und D(rf) = 7°D(f).

Weiter gilt :
D(f)=D(f") , fir f ~ f'.

Diese Aussage kann man durch einfaches Nachrechnen zeigen.
Definition 2.1.2 Flir eine indefinite bindre quadratische Form g sei
lg] = {f : f indefinite bindare quadratische Form, mit : 7f ~ g, 7 € R\{0}} (2.1)

die ’erweiterte’ Aquivalenzklasse von g beziiglich SLo(Z).

FaBt man die bisherigen, allgemeinen Uberlegungen zusammen, so ergibt sich die folgende

Bemerkung.

Bemerkung 2.1.3 Sei [g] die erweiterte’ Aquivalenzklasse von g beziiglich SLo(Z), dann

gilt:

M) B9 g edes f€lgl.

D(f)  v/D(g)
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In Definition 2.1.1 (8. 30) wurden Markoff-Formen allgemein, ohne Markoffzahlen oder
das Markoffspektrum, definiert. Bei Cassels [5] finden sich die beiden Theoreme 2.1.4
(S. 31) und 2.2.9 (S. 42), die genau diese Zusammenhénge herstellen. "The Markoff chain
for forms’ (Theorem 2.1.4 (S. 81) ), stellt den Zusammenhang von Markoff-Formen und
Markoffzahlen, und "The Markoff chain for approzimations’ (Theorem 2.2.9 (S. 42) ) stellt

den Zusammenhang von Markoff-Formen und dem Markoffspektrum her.
Theorem 2.1.4 (The Markoff chain for forms) Sei

9(z,y) = az’® + Bry +vy*, «,B,7 €R

eine indefinite bindre quadratische Form mit D(g) > 0 und

dann ist g dquivalent zum Vielfachen einer Markoff-Form. Dariiber hinaus existiert ein
Markofftripel (p,p1,p2) mit (p,q,r) wie in Definition 1.2.3 (S. 18) und Definition 1.2.5
(S. 19) , so daf$ g dquivalent zum Vielfachen der Form :

fo(z,y) = pz® + (3p — 2q)zy — (3¢ — )y (2.2)

ist und es gilt p(fp) = p

Anders ausgedriickt, jede ’erweiterte’ Aquivalenzklasse [g] indefiniter binirer quadrati-

scher Formen, mit —£ ég()) > %, enhilt eine Markoff-Form f,,. Da dies fiir alle erweiterten’
g
Aquivalenzklassen [g] mit WIC)NES % gilt, bilden die Markoff-Formen f, ein Représentan-

v D(g)

tensystem, der ’erweiterten’ Aquivalenzklassen. Dariiber hinaus ergibt sich aus Theorem
2.1.4 (S. 31) die folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.1.5 Die in Definition 2.1.1 (S. 30) beschriebenen Markoff-Formen sind

gerade die Formen:

folz,y) = pz? + (3p — 2q)zy — (3g — r)yQ, p Markoffzahl.

Fiir eine Markoff-Form f, ist der Abstand der Nullstellen von fy(z,1) gerade /D(f,) =
V99?2 —4 . Das Infimum von f, auf dem Gitter Z x Z \(0,0) ist nach Theorem 2.1.4
(S. 31) gerade pu(f,) = p und wird laut Lemma 2.1.9 (S. 84) bei (¢,p) angenommen (siehe
Abbildung 2.1 (S. 32) ). Damit gilt fiir eine Markoff-Form f,:

M(fp) _ p
\/D(fp) \/gp_4'
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12000 f foxy)

Abbildung 2.1:  f,(z,y) = pz? + (3p — 2q)zy — (3¢ — r)y* .

Bemerkung 2.1.5 (8. 31) fiihrt dazu, daf} teilweise die Gleichung 2.2 (S. 81) direkt
als Definition einer Markoff-Form f;, benutzt wird. Bei Cassels [5] findet sich eine solche
Definition (Definition 2.1.6 (S. $2) ). Allerdings definiert er iiber pu(f,) = p, normierte
Markoff-Formen Fj,, mit y(F,) = 1. Dies macht aber innerhalb der ’erweiterten’ Aquiva-
lenzklasse keinen Unterschied. In diesem Kapitel mochte ich die Definition von F,, mit
p(Fp) = 1 benutzen. Im Kapitel 3 (S. 49) ist die oben genannte Definition vorteilhafter,
da man mit :

| fp(l‘anO) |Z b, fiir geeignete ($07y0) € Z % Za

einige niitzliche Ungleichungen herleiten kann. Ansonsten bemiihe ich mich die Notationen

fp und Fj, fiir Formen der jeweiligen Definition beizubehalten.

Definition 2.1.6 Sei (p,p1,p2) ein Markofftripel mit p = mazx(p,p1,p2) und (p,q,r) wie
in Definition 1.2.8 (S. 18) und Definition 1.2.5 (8. 19) . Dann heifst :

pF,(z,y) = pz* + (3p — 2¢)zy + (r — 3q)y°
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Markoff-Form mit
D(F,) =9p* —4>0

und p(Fp) = 1.

Ein zentrales Theorem tiber Markoff-Formen ist ein Theorem, das Cassels in [5] benutzt,
um Theorem 2.1.4 (S. 31) zu beweisen. Dieses Theorem, das uns noch beim Markoffspek-

trum begegnen wird, i3t sich relativ einfach zeigen und besagt :

Fp(xay) ~ _FP(‘Tay)'

Dabei ist zu zeigen:

T
Fy(qiz —my,p1z — quy) = —Fp(z,y), ( ;1 ql ) € SLa(Z).
1 1

Der Nachweis durch Nachrechnen fiihrt leider zu ausgesprochen langen und uniibersichtli-
chen Ausdriicken. Um dies zu vermeiden, kann man die Aussage auch zeigen, indem man
nachweist, da8 Fj,(q12 — 7y, p12—q1y) und—Fy(z, y) in drei Punkten iibereinstimmen und
somit Fy(q1z — r1y, p12 — q1y) — Fp(z,y), nach einer geeigneten Substitution, ein Polynom
mit drei Nullstellen ist. Eine weitere Moglichkeit die Rechnungen iibersichtlich zu halten,

besteht darin, eine symmetrische Form ¢, zu definieren.

Definition 2.1.7
(Pp(ya z) = p2FIJ($a y)
mit z = pr —qy
und @p(y,z) = y* + 3pyz + 22

Fiir diese Form gelten folgende Identitéiten.

Lemma 2.1.8

op(¥,2) = vp(2,9)
= pp(—2,y+3p2) (2.3)
= pp(z + 3py, —y)). (2.4)

Beweis :
Nicht offensichtlich ist nur Gleichung ( 2.3 (S. 23) ), also :

ep(=2,y+3p2) = (=2)*+3p(=2)(y + 3p2) + (y + 3p2)*
= 22— 3pzy — (3pz)? + 4% + 6pzy + (3p2)?
= 22 + 3pzy + y?
= <,0p(Z, y)'

Nun kénnen wir die in Kapitel 1 (S. 13) definierten Zahlen zu benutzen.
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Lemma 2.1.9 Fir ein nicht-singuldres Tripel (p,p1,p2), mit p = maz(p,p1,p2), gilt :

Fpla,p) = Fplg—3p,p) =1
Fplqi,p1) = Fplgz —3p2,p2) =—1
Bewelis :
1.) z.1. P’Fo(q,p) = ¢p(p,0) = p?
(Def. 2.1.7(S.383)) p*Fplz,y) = ¢p(y,2)
und z = pr—qy
= z = pg—pg = 0
2.) 7.7. p2Fp(q —3p,p) = op(p, —3p?)
= ¢p(0,—p) = p?
wg z = bxr —qy
= z = plg—=3p)—ap
= z = —3p?
weg. (2.4 (S.33)) Pp(y, 2) = wp(z + 3py,—-y)
= ep(p,—3p") = @p(—3p® +3p* —p)
= ©p(0, —p)
3.) wg. z = pT — qy
und (z,y) = (q1,p1)
= z = Pq1 — qp1
wg. (1.7 (S. 19)) = —P2
= P°Fplq,p1) = @p(p1,—p2)
= p}— 3ppipa2 + 1}
4. wg. z = pT —qy
und (z,9) = (g2 —3p2,p2)
N 2 = p(g2 — 3p2) + qp2
wg. (1.6 (S. 19)) =  pq2+ qp2 —3pp2
=p1
= P’Fy(q2 — 3p2,p2) = wp(p2,p1 — 3pp2)
= Wp(pla —P2)
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Lemma 2.1.10 Fir ein nicht-singuldre Tripel (p,p1,p2) gilt :
Fp(xa y) ~ _Fp(l‘ay)
bzw. Fy(qiz —ry,pmz —qy) = —F(z,y).

Beweis :
Wir betrachten die Gleichung in den drei Punkten (1,0), (¢1,p1), (p,q):

1.) Sei (z,y) = (1,0)
It. Lemma 2.1.9 (S. 84)  Fy(qi,;1) = —Fp(1,0)
= -1
2)  Sei (z,y) = (q1,p1)
dann ist QT —Tr1Y = q% —T1P1
= 1
1t. (1.2.5(S. 19))
und PIT — Q1Y = P11 — 1P1
= 0
= Fylqiqr — rip1,p1q1 — qup1) = Fy(1,0)
= —Fy(q1,p1)
3.) Sei (z,y) = (¢,p)
dann ist pP1T — Q1Y = P1q — q1p

= b2
It. (1.7 (S. 19))

Es ist pi(qrz — r1y) = pi(qg —r1p)
It. (1.2.5 (S. 19)) = pigig— (1+qdp
1t. (1.7 (. 19)) = q (p1g—qp) —p
Bid - ap)
=
qQqp2 —Pp
lt.Lemma 1.8 (S. 19) = P1g2 —3pip2
= pi(g2 — 3p2)
& (q1qg — r1p) = (g2 — 3p2)
= Fy(qig —mp,pig — qip) = Fp(ge — 3p2,p2)
1t.Lemma 2.1.9 (S. 34) = —Fy(g,p)

Also stimmen die Formen in den drei Punkten (1,0), (¢1,p1) und (g,p) iiberein. Somit
besitzt :

T
Fy(qiz —riy,piz — quy) — Fp(z,y) =0, ( Zl ql ) € SLy(Z),
1 qQ
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aufgefafit als eine quadratische Gleichung nach einer Substitution z = £, drei Nullstellen

. Daher miissen die Formen gleich sein. O
Kommen wir nun zu dem im Kapitel 1 (S. 18) erwidhnten Theorem 1.2.8 (S. 20) :

Wiirden mehrere Ketten beziiglich p existieren, so wiirden diesen Ketten auch mehrere
Lésungen q der Kongruenz :
¢® = —1 mod(p)

entsprechen.

Mit Lemma 2.1.10 (S. 35) hat man eine geeignete Transformation gefunden, aus der

die obere Aussage direkt folgt.

Beweis :
Annahme : Es existieren zu p zwei Ketten, und damit zwei Tripel (p,p1,p2) und (p, p, ph),
mit p = maz(p,p1,p2,p},p,) und es gilt :

e— = = ¢ mod(p)

p2
Mit diesen Annahmen bestimmen die Ketten nach ( 1.2.5 (S. 19) ) dieselben Zahlen (p, ¢,7),

also auch dieselbe Form :

/

b1 1P1
€

2

pF,(z,y) = pz® + (3p — 2¢)zy + (r — 3q)y* .

Lemma 2.1.10 (S. 85) besagt, dal beide Tripel (p1,q1,71) und (p}, ¢}, r}) die Form F, wie

folgt transformieren :

Fy(qiz — ry,piz —quy) = —Fp(z,y)
= Fpldiz —riy,plz — diy).

Daraus folgt : (p1,q1,71) = (p},4},71)
= (p,p1,p2) (p, P, Ph)-

2.2 Markoffspektrum

Eine Betrachtung des Markoffspektrums fiithrt zundchst zu der Frage, wie eine irrationale
Zahl 6 duch rationale Briiche | approximiert werden kann. Ein einfaches Beispiel hierzu

ist das nachfolgende Theorem.
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Theorem 2.2.1 Sei 0 € R\Q, dann besitzt die Gleichung :

T 1
P )
‘ s <32 (2:5)

unendlich viele Losungen s € N 1 und r € Z.

Will man Theorem 2.2.1 (S. 37) fiir ein € € R erweitern, so mufl <’ durch ’<’ ersetzt
werden. Doch zunéchst sind nur die 8 € IR\Q von Interesse. Es sei [0] € Z der ganzzahlige,
und {0} der ’gebroche’ Anteil von 6, also :

0] <0 <[0]+1und 0< {0} <1mit :
0] + {0} = 0.

Beweis : (Dirichlet)
Sei n € IN beliebig aber fest. Dann erfiillen die (n + 1) Zahlen :

z9g=0, z; ={i0},z, =1; 0<i<n

die Ungleichung 0 < z; < 1. Betrachtet man nun die Verteilung der (n + 1) Zahlen z; in

den n Intervallen

i+ 1
em<itti0<i<n, (2.6)
n n

wobei fiir j = n — 1 ’<’ statt <’ zu lesen ist, so muf} eine Intervall zwei z; enthalten.

Daher kann man Zahlen 1,79, $1, 89 € Z finden mit :

‘(819—‘1“1)—(529—7"2)| S
= |(s1—82)0—(r1—12)| <

S 3|~

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sy < s1 und s = (s1 — 82),7 = (r1 — r2), dann
gilt wegen 2.6 (S. 37) s < n. Insgesamt kann man nun zu jedem € € R\Q und jedem
n €N ein s € IN und ein r € Z finden mit :

| s —r |
= |0-T]|

A
@0 =

<
<

C”M|H§|>—A

a
Nun kann man sich die Frage stellen, unter welchen Bedingungen zu einem 6 € IR\Q

eine Konstante x < 1 existiert, so dafl die Ungleichung

unendlich viele Losungen s € IN und r € Z besitzt. Mit Hilfe der Theorie der Kettenbriiche

kann man zeigen, daB fiir ein § € IR\Q die Konstante x = 1 durch k = 57 ersetzt werden

"Im folgenden wird teilweise die zu 2.5 (S. 87) #quivalente Darstellung s | s§ —r |< 1 benutzt.
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kann (siehe z.B. Cassels [5]). Diese Konstante kann weiter verbessert werden, allerdings
nicht fiir alle § € IR\Q, sondern nur fiir bestimmte Klassen von 6. Diese Klassen fithren zu
folgender Aquivalenzrelation auf der Hyperbolischen Ebene H? = {z € €C: Im(z) > 0},

die sich auf IR erweitern 1a8t.

Definition 2.2.2 Seien 0,0’ € R, und

PSLQ(Z):{< “ 2) tad — bc = +£1 ;a,b,c,dEZ}.

C

b
) € PSLy(Z) existiert
c

a
0 und 0' sind genau dann dquivalent, wenn eine Matriz (

mit :

I —
9_a9+b b.zw 0'—M.

' +d - cf—a
Markoff hat in [2] und [3] gezeigt, daB eine ganze Kette von Aussagen iiber die Konstante
k bei der Approximation einer Zahl # € IR\Q durch rationale Briiche £ méglich ist. Diese
umfangreichen Ergebnisse werden in Theorem 2.2.9 (S. 42) 'The Markoff chain for ap-
proximations’ zusammengefaflt. Einen weniger umfangreichen aber dafiir anschaulicheren

Ansatz bietet folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.2.3 (The Markoff chain) Fiir alle @ € R\Q besitzt die Ungleichung

1
53
|0_§|<—52—

unendlich viele Losungen s € IN und r € Z. Wenn 0 zu %(5% — 1), das heifit zu einer der

Wurzeln von

0?+6—-1=0,

dquivalent ist, so kann die Konstante kK = 573 nicht verbessert werden. Wenn nicht, so

gibt es unendlich viele Lésungen zu

_3
0-rl< 2

s 52

. _3 . .
wobei die Konstante kK = 2~ 2 nicht verbessert werden kann, wenn 6 zu einer der Wurzeln

von
62 +20—-1=0,

dquivalent ist. Anderenfalls ¢gibt es unendlich viele Lésungen zu




wobei die Konstante k = ( 5) T nicht verbessert werden kann, wenn 0 zu einer der Wurzeln
221)2
von

502 4110 — 5 =0,

dquivalent ist. Anderenfalls gibt es unendlich viele Lisungen zu

|9_§‘< 13 %

(1517)% s
wobei die Konstante kK = (1511?;)% nicht verbessert werden kann, wenn 6 zu einer der Wur-
zeln von
136? + 290 — 13 = 0,
dquivalent ist, und so weiter ... . Fir die Folge der Konstanten x gilt :
573,273, 5 18 s

(221)% " (1517)%

Wir wollen nun versuchen an Hand einiger Uberlegungen, die Aussagen der obigen Be-
merkung zu verstehen. Zunéichst einmal ist es sicherlich sinnvoll einerseits fiir die Zahlen
0 € R\Q die entsprechenden Approximationskonstanten s, und andererseits die Menge

aller moglichen Konstanten x zu definieren.
Definition 2.2.4 Fir ein 6 € R\Q sei :
v(f) :=inf {K/ : ‘9 - 2‘ < s%’ fur unendlich viele r,s € Z},

und

Mg := {u(e) 2 v(f) > %; 0 e IR}.

Die Menge Mg heifit Markoffspektrum.

Nun kann man untersuchen, worin der Zusammenhang zwischen der Aquivalenz zweier
Zahlen 0 und ¢’ € R\Q und den Elementen v(0) und v(6') des Markoffspektrums liegt.

Theorem 2.2.5 Seien 6,0' € R\Q, dann gilt :

0~ 0 = v(6) = ().

Da PSLy(Z) bekanntlich durch die Matrizen:

Tz(l 1>undS:(O _1>
01 1 0

erzeugt wird und offensichtlich v(0) = v(T(9)) gilt. geniigt es zu zeigen, dafl :



Bewelis :

Sei also k > v(#), k fixiert, dann gibt es unendlich viele Losungen s € IN und r € Z zu :

s|s—r|<k.

Es gilt :
| =r || —rS(0) —s| = | =rll=r(=5) —s|
| =7+ s6 — s6 || SHT_T |
< (Is0—r|+]=s0]) | 5" |
= |%||80—7‘|2+8|89—T|
<(z) <
< K
fiir ein fixiertes k' > k und ein geeignet grofies s. Sei nun v = —r und v = s. Dann besitzt

die Ungleichung
|u || uS(O) —v|< K

unendlich viele Losungen u, v € Z fiir ein beliebiges k' > k. Damit gilt

v(S(0)) < v().

Die umgekehrte Argumentation liefert v(0) < v(S(0)). O

Kommen wir nun zu den in Bemerkung 2.2.3 (S. 88) beschriebenen quadratischen Glei-
chungen und deren Wurzeln. Dies fiihrt uns wieder zu indefiniten binédren quadratischen

Formen :
flz,y) = az® + Bzy + vy, «,B8,7 € R

Es gibt folgenden Zusammenhang zwischen der Aquivalenz von indefiniten biniren qua-
dratischen Formen und der Aquivalenz von Zahlen  und ¢’ € IR. Seien f, f' indefinite

binire quadratische Formen mit :

“ 2 ) € SLy(Z)

f'(az + by, cx + dy) = f(z,y) , ( .

und 0 Nullstelle von f(z,1).

= f(6,1)= 0 = f'(af +b,c0 +d)

& 0 = (ad+b)%+pF'(ad+b)(ch+d) + v (ch + d)?
= = f(e',1)

o 0 = af+b

cf+d>

wobei 6’ eine der Nullstellen von f ist. Die gleiche Argumentation gilt natiirlich auch fiir

die Formen f, f' mit f ~ 7f’, 7 € IR\{0}. Insgesamt erhiilt man die folgende Bemerkung.
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Bemerkung 2.2.6 Sei [g] die ’erweiterte’ Aquivalenzklasse von g und f € [g]. Ist 0 eine

Nullstelle von f(x,1), dann ist 6 dquivalent zu einer der Nullstellen von g(x,1).

In diesem Kontext besitzen die Wurzeln der Markoff-Formen eine Besonderheit.

Theorem 2.2.7 Die Wurzeln ¢, und CI’) einer Markoff-Form F,(z,1) sind dquivalent.

Beweis :
Nach Theorem 2.1.10 (S. 35) gilt F}, ~ —F},. Seien (p und CI', die Wurzeln von —F),. Dann
gilt :

Fp(Qle - Tlaplgp - QI) = _Fp(Cpa 1) =0

Sei nun () die Wurzel von Fp, mit ¢ ~ (, dann gilt

(C” 1) Czl; _ Zigp :’l“l )
p

Annahme : ¢ = (,, dann wire :
pi¢) —2q1¢p + 71 = 0.
Damit wiirde fiir die Determinante gelten :
42 —4dpiri = —4 <0 1t (1.2.5 (8. 19))

Also ¢ = (.- O

Bemerkung 2.2.6 (S. 41) besagt lediglich, daf} fiir zwei dquivalente indefinite binire qua-
dratische Formen f und f’ und fiir die Wurzeln 6; und 65 von f gilt :

0, ist diquivalent zu einer der Wurzeln von f’ und 6, ist dquivalent zu einer der Wurzeln von
f!, aber nicht notwendig 6; und 65 sind jeweils dquivalent zu beiden Wurzeln von f'. Ge-
nau diese Besonderheit besitzen Markoff-Formen. Ist f dquivalent zu einer Markoff-Form,
so ist jede Wurzel der Markoff-Form #quivalent zu beiden Wurzeln von f. Nun enthilt
i Mz()g()g) > % eine
Markoff-Form. Also sind alle Wurzeln dieser ’erweiterten’ Aquivalenzklasse [g] dquivalent.
Aus Theorem 2.2.5 (S. 89) folgt damit die folgende Bemerkung.

nach Theorem 2.1.4 (S. 31) jede ’erweiterte’ Aquivalenzklasse [g] mit

_ug)
Bemerkung 2.2.8 Sei [g] die ’erweiterte’ Aquivalenzklasse von g, mit NGO > 3 Dann

gilt fiir alle Wurzeln 0, 6 von indefiniten bindren quadratischen Formen f,f' € [g]:
0~ 0 und damit : v(0) = v(0).
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Betrachtet man die quadratischen Gleichungen in Bemerkung 2.2.3 (S. 88) , so stellt man
fest, daf} es sich dabei um Markoff-Formen handelt :

f1(0,1)20, f2(0,1)207 f3(971):O, f4(071):0, f5(0,1):0

Mit dem zuvor schon erwidhnten Theorem "The Markoff chain for approximations’ erhilt
man die Riickrichtung der obigen Bemerkung und einen genauen Uberblick iiber die Werte
von v(#). Leider sind die Beweise der fehlenden Aussagen nicht mehr so einfach zu zeigen

und dariiber hinaus sehr umfangreich. Fiir diese sei auf Cassels [5]) verwiesen.

Theorem 2.2.9 (The Markoff chain for approximations) Sei 6 irrational und

v(0) :==inf {F&: ‘9—2

K .. . .
<, fur unendlich viele r,s € Z}.
S

A: Ist v(0) > %, so ist 0 dquivalent zu einer Wurzel, einer Markoff-Form
Fy(z,1) = 0.
B: Ist, umgekehrt, 0 dquivalent zu einer Wurzel einer Markoff-Form F,(z,1) =0, so ist :

V(@):L>1.

Vo2 —4 3

Die bisherigen Uberlegungen betrafen Approximationskonstanten im Markoffspektrum,
fiir die per Definition v(6) > % gilt. Allerdings sind auch Werte v(0) < % moglich. Eine
weitergehende Betrachtung dazu findet sich zum Beispiel bei Cusick und Flahive [19].

2.3 Arithmetische Flichen

In diesem Abschnitt méchte ich einen kurzen Uberblick iiber den Zusammenhang zwi-
schen Markoffzahlen bzw. dem Markoffspektrum und einfach geschlossenen Geodétischen

auf arithmetischen Flichen geben.

Sei H? = {z € C: Im(z) > 0} die hyperbolische Ebene und

b
SLy(IR) = {( “ y ) :ad—bec=1; a,b,c,dEIR}.
c

Fiir ein v € SLy(IR) sei tr(vy) die Spur von . Eine diskrete Untergruppe von SLy(IR) heifit

Fuchssche Gruppe. Im weiteren benttigen wir spezielle Gruppen. Fiir N > 2 sei

F(N):{(Z Z)z<(1) (1)>mod(N); (Z 2>€SL2(Z)} (2.7)

die Hauptkongruenzgruppe der Stufe N. Das folgende Theorem stellt einige bekannte

Tatsachen dar.
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Theorem 2.3.1 Sei ' eine Fuchsschen Gruppe, dann gilt :

a)
M =H?p

1st Riemannsche Fldche.
b) Sei v € T, mit |tr(y)| > 2 , dann enthalt M eine korrespondierende geschlossene
Geoditische u, so daf8 fiir ein n € IN gilt:

[tr(7y)| = 2cosh (n#) )

wobei L(u) die Linge der Geoddtischen u darstellt.

Bemerkung 2.3.2 Im weiteren betrachten wir geschlossene Geoddtische als orientierungs-

los und primitiv, also mit nur einem Umlauf.

Der Rest des Kapitels beschiftigt sich im wesentlichen mit der Hauptkongruenzgruppe
der Stufe 3, also I'(3). Ein Fundamentalbereich F3 von I'(3) wird in Abbildung 2.2 (S. 44)
dargestellt. Sei also :

S = H? /T(3)>
die Sphére mit vier Léchern und

m:H2 > S

die Projektion der hyperbolischen Ebene auf die punktierte Sphére (sieche Abbildung 2.3
(S. 45)) . Sei nun «y € I'(3) mit |tr(y)| > 2. Somit ist v hyperbolisch und besitzt die beiden
reellen Fixpunkte, ¢, und ¢’,. Sei A, die hyperbolische Gerade durch ¢, und ¢’, (Siehe
Abbildung 2.2 (S. 44) ). Uber die Projektion 7 wird A, auf die (nicht notwendig ein-
fach) geschlossene Geodétische m(A,) abgebildet. Umgekehrt entspringt jede geschlossene
Geodéitische v einer solchen Projektion.
Bevor wir uns der Frage zuwenden, wann eine Projektion einfach geschlossen ist, sollte
man zunéchst v € ['(IV) mit einer speziellen Bauart betrachten, mit denen man, auf eine
etwas unkonventionelle Weise, Matritzen in I'(3) konstruieren kann.

1 N bN b
v = T , mit ¢ € SLy(Z).
¢cN 1+4+dN c d

Wegen v € I'(N), sollte gelten:

det(y) =1=1+aN + dN + N? (ad — bc)
=1

=d=—a— N.
Also hat v die Form :



Abbildung 2.2:  Hyperbolische Gerade A, durch die Punkte ¢, und C; und ein Funda-
mentalbereich F3 von I'(3) mit den Identifikationen : AA BB CC und DD.

Dariiber hinaus gilt:
[tr(y)| =12~ N?|, N > 2.

Somit ist ein solches v hyperbolisch. Sei p Markoffzahl und (p, ¢, 7) definiert wie in ( 1.2.5
(8. 19) ). Man kann nun die Eintrige der Matrix wie folgt definieren:

N=3p,a=—q,b=3¢g—7r,c=p
(= d=q-3p).

Mit der Wahl dieser Matrixeintrége hat 73, die Form :

[ 1—=3pg  9pq —3pr
o 3p2  1+3pg—9p% |
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Abbildung 2.3: S = H?/T'(3) .

Die Definition von N macht Sinn, da I'(3p) Normalteiler von I'(3) ist. Es ist :

ad—bc = —q*>+3pqg—3pg+rp
—¢*+rp
- 1 1t.( 1.2.5 (S. 19) )

Somit gilt : 3, € T'(3p) < T'(3).

45



Nun kann man die Fixpunkte (,;, und ¢ ! ~3p YOI Y3p berechnen :

Yap(2) = 2
& (1 —3pg)z+3pg — 3pr — z(3p?z + 1+ 3pg — 9p?) =0
& —3p222 + (1 —-3pg—1—3pg+9p*)z+9pg—3pr =0
& —3pz® + 3p(3p — q)z + 3p(3¢ — 1) =0
& g)zQ—(3p—q)z—(3q—7")J =0

~”

=fp(2,1) vg.( 2.2 (S. 81))
Bemerkung 2.3.3 Die reellen Fizpunkte (y;, und C;SP der hyperbolischen Matrix
[ 1—3pg 9pq — 3pr
e = ( 3p2 1+ 3pq — 9p> )
stimmen mit den Nullstellen ¢, und C'p der Markoff-Form

fo(z,y) = pz* — 3p — Q)zy — (3¢ — 1)y°

iiberein (Siehe Abbildung 2.4 (S. 47) ).
Kommen wir nun wieder zu den Geoditischen auf IH? /T(3)- Bei Lehner/Sheingorn [9]
findet sich ein Kriterium dafiir, wann die Projektion 7(A,) einer hyperbolischen Geraden

A, mit reellen Fixpunkten ¢, und ¢’ -+ einfach geschlossen ist. Dies fiihrt uns zuriick zum
Markoffspektrum. Fiir ein 8 € IR sei :

v(0) :=inf {N : ‘9 — g‘ < s%’ fur unendlich viele r,s € Z}

;OEIR}

Theorem 2.3.4 Seiy € I'(3) hyperbolisch. w(A,) ist genau dann einfach, wenn v({y) =
I/(C,,y) € gﬁg ngt .

und

[SCRE

Ms = {V(O) 2 v(0) >

das Markoffspektrum.

Nun gilt aber, wegen Theorem 2.2.5 (S. 39) und Theorem 2.2.7 (S. 41) , fiir die Wurzeln ¢,
und ¢’, einer Markoff-Form f,, und damit fiir die gesamten Wurzeln 6, 6’ der ’erweiterten’

Aquivalenzklasse [f,]:

v(Gp) = v(Gp) = v(0) = v(0') € Ms.

Damit ergibt sich zusammen mit Theorem 2.3.4 (S. 46) , daB alle

[ 1—3pg 9pq — 3pr
T = 3p2 1+ 3pg — 9p2
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Abbildung 2.4: Markoff-Form fj,(x,1) mit Nullstellen ¢, und ¢’, und hyperbolische
Gerade A,,, mit Fixpunkten (,,, und (), .

mit einfach geschlossenen Geoditischen auf H? JT(3) korrespondieren. Der Hauptsatz bei
Lehner/Sheingorn [9] stellt eine Erweiterung dieses Sachverhalts, dar, und zwar eine Iden-
tifikation von Markoffzahlen mit dem Lingenspektrum einfach geschlossener Geodétischer

auf IH2/F(3).
Theorem 2.3.5 Sei u eine einfach geschlossene Geoddtische in IHZ/P(3). Dann existiert

eine Markoffzahl p, so daf :
L
3p = 2cosh (%) ,

wobei L(u) die Linge von u ist. Sei umgekehrt p Markoffzahl. Dann ezistiert eine einfach

geschlossene Geoddtische u in IHQ/I‘(?,) , so daf :

3= o0t (12)
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ist. Dariiber hinaus sei :
a B
w =
v 4
eine Matriz, die mit einer geschlossenen Geoddtischen u in IHQ/F(g) korrespondiert. Die

Geoddtische u ist genau dann einfach, wenn
vz? — (a = 8)zy — By

Vielfaches einer Markoff-Form ist.

Kommen wir nun zu der Frage, welche Konsequenzen die Erfiillung bzw. die Nicht-Erfiillung
der Eindeutigkeitsvermutung mit sich bringt. Fiir Markoff-Formen besteht die einzige Kon-
sequenz, meines Wissens, in der Notation, und zwar darin, daf} eine Markoff-Form, im Falle
der Nicht-Erfillung, F;, ,; 5,)

ergeben sich weitreichendere Auswirkungen. Dazu mufl man zunichst noch erweiterte Iso-

statt F) heilen muf}. Im Kontext von arithmetischen Flichen

metrieklassen definieren.

Definition 2.3.6 Sei u eine einfach geschlossene Geoddtische in |H2/p(3). Die erwei-
terte Isometrieklasse von u enthilt eine einfach geschlossene Geoddtische v C H? /T(3)
genau dann, wenn die Fliche einen (méglicherweise orientierungsumkehrenden) Automor-
phismus ® besitzt, mit :

®(u) = .

Nun kann man die Eindeutigkeitsvermutung im Rahmen von arithmetischen Flachen for-

mulieren.

Bemerkung 2.3.7 Die FEindeutigkeitsvermutung ist dquivalent zu der Vermutung, dafl
zwei einfach geschlossene Geoddtische, mit derselben Ldnge, in derselben erweiterten Iso-

metrieklasse liegen.

Neben den Zusammenhiingen von Markoffzahlen und Markoff-Formen wie auch arithme-
tischen Flichen, haben Markoffzahlen noch Bedeutung bei freien Halbgruppen, mit zwei
Erzeugenden [17] und bei 4-Mannigfaltigkeiten [18]. Uber die Auswirkungen der Eindeu-
tigkeitsvermutung in diesen Bereichen sei auf Cohn [17] und Zagier [18] verwiesen. Dariiber
hinaus hat die Erfiilllung der Vermutung Konsequenzen fiir die Abschitzung des Wachs-

tums von Markoffzahlen (siehe Zagier [14]).

48



Kapitel 3
Abschitzungen von ¢(p)

In Abschnitt 1.2 (8. 18) , Theorem 1.2.8 (8. 20) , wurde gezeigt, dafl ein Markofftripel
(pap17p2) mit :

und

bei eindeutiger Losbarkeit von
¢® = —1 mod(p),

eindeutig durch p bestimmt ist. Im folgenden wird untersucht, welche Werte ein ¢ = ¢(p)

iiberhaupt annehmen kann. Es wird sich zeigen, dafl nur ein Bereich

p
0<((p)<q<élp) <3
fiir die Betrachtungen relevant ist, und somit schon aus der eindeutigen Lésbarkeit von

¢® = —1 mod(p)

fiir
¢(p) < q(p) <&(p)

folgt, daB8 (p,p1,p2) durch p eindeutig bestimmt ist. Eine Herleitung der unteren Schranke
¢(p) findet sich bei Schmutz [11].

Theorem 3.0.1 Sei (p,p1,p2) ein Markofftripel und

)= LY )= pt VR L

Sei weiter
Q) ={neN : ((p) < n<&(p), n* = -1 mod(p)} .
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Ist

card{Q(p)} =1,

s0 ist (p,p1,p2) eindeutig durch p bestimmi.

25+
20!
, Fo) = pi2 )
15+
q | i{p)
100
5|
00 10 20 ; 30 40 50
Abbildung 3.1:  ((p) < ¢ <¢(p) < 5§
Beweis :

In diesem Kapitel betrachten wir wieder nicht-normierte Markoff-Formen, also :

folz,y) = pz® — (3p — 2¢)zy — (3¢ — )y’

und
p=u(fp) = inf{ [fp(m,n)| : (m,n) € ZxZ\(0,0)}
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Uber u(f,) kann man einige Ungleichungen beziiglich (p,q,r) herleiten. Fiir den Punkt
(0,1) gilt :

| fp(0,1) | = [-Bg—r)] 2>2p>0
Annahme : 3g—r < 0
= 3q < T
t. (1.25(S.19)) ¢Z+1 = rp
= ?+1 > 3qp
It. (1.5 (S. 18)) ip > q
= ¢ +1 > 6¢° Widerspruch zu ¢ € IN.

= —p(0,1) =3¢ —r 2 p>0. (3.)

Als nichstes kann man zeigen, dafl ¢ > ((p) gilt.

Esist p<3¢—rundpr—¢®>=1 (3.2)
= p < 3q — 1%’2
& 0 > ¢@-3p+1+p* = P(q)
3pt+/5p%—4
= 44— = 2

wg. P(0)=1+p?>>0und 0 < gq_ < ¢; folgt :

2
TR e ) (33)
Betrachten wir nun die obere Schranke :
Es ist |[fp(—5,—2)] = | — 5p + 8q + 4r|
> p=>0
Annahme P < —5p + 8q + 4r
& 0 > 2 (p—29)  +(p—2r)
N
>0 It. (1.5 (S. 18) )
= p < 2r
It. (3.1(S.51)) p < 3¢g—r
= P < 3¢ — 3p

Widerspruch zu ( 1.5 (S. 18) )
= fp(—=5,-2)=—5p+8¢g+4r<—p
=29+r<p.

Nun kann man £(p) wie oben berechnen.

p > 2q+r,¢+1 = pr
= p 2 2q+1J;T‘12
s 0 > ¢#+2p+1-p* = P(g)
= g4/ = —pExV22-1
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wg. P(0)=1—p?<0und ¢g_ <0 < ¢, folgt :
0<g<-p+v2p?—1={(p)

Insgesamt gilt fiir jede Losung :

+q = % mod(p)
mit  ¢?> = —1 mod(p)
erfilllt  ((p) <q <&(p).

Zusammen mit Theorem 1.2.8 (S. 20) folgt die Aussage. O

Beispiel 3.0.2 Mit diesen Grenzen kann man nun die Findeutigkeit fiir Beispiel 1.4.3
(S. 25) , mit p = 1325 zeigen, bei dem sowohl q als auch qi, jeweils zwei Lisungen der

Kongruenzen besafien. Die Kongruenz ¢ = —1 mod(1325) hatte die Lisungen :
q =182 wund q = 507.
Innerhalb der Grenzen ¢ und & hat die Kongruenz die eindeutige Lisung q :
q < ¢(1325) =506.1 < g < £(1325) = 548.8 .
Beispiel 3.0.3 Allerdings gibt es Zahlen n € IN mit:
card@(n) > 1, wie zB.

Q(1130) = {437,467}, ¢ = 431.6, ¢ = 468.0,
Q(2005) = {782,822}, ¢ = 7658, ¢ = 830.4.

Andererseits sind 1130 und 2005 keine Markoffzahlen.

Bei Frobenius [4] findet sich folgende Abschétzung :

Theorem 3.0.4 Die Werte ((p) und &(p) werden unendlich oft angenommen und es gilt
1
E(3+\/5)>§>(1+\/§). (3.4)

Fiir den nachfolgenden Beweis mochte ich die Notation etwas vereinfachen. Es sei (p, p1,1) =
{(Pi+1,pi, 1)ien} die Kette beziiglich 1, und (p, 2, p2) = {(Pi+1,Pi, 2)ien } die Kette beziiglich
2, mit p > p; bzw. p > po.

Beweis :

1.) Fiir die Kette (p,p1,1) gilt :



Wegen p=3p;-1—p| undp; > p| folgt :
——— —

(siehe—> (1.3 (S. 14)))

> p1
Es ist g = E mod(p)
= g = p<ip
wg. ¢+1 = P
folgt p% +1 = rp.
Nun erfiillt (p,p1,1) die Gleichung :
pP+pi+1l = 3ppi-1
= 3pp—-p° = rp
& 3pr—p = r
& 3g—r = p.

Somit gilt in Ungleichung ( 3.2 (S. 51) ) Gleichheit, also auch in ( 3.3 (S. 51) ) . Daraus
folgt ¢(p) = q(p) fir die Kette (p,p1,1) und ((p) ist nicht verbesserbar.

2.) Fir die Kette (p,2,p2) gilt £(p) = q(p). Mit dem gleichen Argument wie oben ist

zu zeigen, daf :

p = 29+r
Also qg = p% mod(p)
& —2q9 = py mod(p)

It. (1.5(S.18)) 0 < p—2q

=>p—2¢=p2 (3.5)

Nun ist ¢ +1 = pr

& p?—2ppr+p5+4 = 4pr
& pPAps+4 = 4dpr+2pps
N————
=3-2pp2
= D2 = T.

Zusammen mit ( 3.5 (8. 53) ) folgt die Aussage.

3.) Nun ergibt sich fiir (p,p;1,1) und ¢ = ¢(p) aus 1.) :

P _ P
¢ 3(3p—/5p*—4)

= ————  monoton steigende Folge
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Die Rechnung fiir die andere Schranke ist entsprechend. O

Die Beweise der Abschitzungen von Theorem 3.0.1 (S. 49) und Theorem 3.0.4 (S. 52)
basieren beide auf den Uberlegungen von Frobenius [4], der damit allerdings nur die et-
was grobere Abschitzung 3.4 (S. 52) gezeigt hat. Die Grenzen ((p) und &(p) tauchen bei
Frobenius in einem anderen Zusammenhang auf. Die Zahlen der Ketten sind vielleicht aus

einem anderen Kontext bekannt.

Bemerkung 3.0.5 Die Elemente der Kette {(1,p;, pi+1)ien} sind Fibonacci Zahlen und
die der Kette {(2,pi, pi+1)ien} sind Pellsche bzw. Duprésche Zahlen.

Bemerkung 3.0.6 Die Ungleichung aus Theorem 8.0.4 (S. 52) ldft sich, mit Theorem
3.0.1 (8. 49) , in folgender Form darstellen. Sei :

_3—5
2

Y(p) : p und E(p) == (-1 + V2)p,

dann ist :
T(p) < ¢(p) < g <&(p) <E(p)

und es gilt :
IT(p) — ¢(p)| <1 und |E(p) —&(p)| < 1.

Da man mit der Ungleichung ¢ € IN abschiitzt, entsteht nur dann ein Fehler , wenn eine

Zahl ¢' € N existiert, die der Kongruenz :
¢? = —1 mod(p)
geniigt und fiir die gilt :

T(p) < q' <((p) oder £(p) < ¢' < E(p).

Kommen wir nun noch einmal zum Beispiel 1.4.3 (S. 25) , bei dem fiir die Markoffzahl
p = 9077 die drei Kongruenzen jeweils zwei Losungen besaBen und damit keine Aussa-
ge uber die Eindeutigkeitsvermutung fiir das p gemacht werden konnte. Versucht man
nun, die Grenzen £(9077) und ((9077) zu berechnen, so stellt man schnell fest, dal dabei
Zwischenergebnisse entstehen, die fiir normale Computerprogramme zu grof§ sind (long
integer), so dafl man £(9077) und ¢(9077) auf numerischem Weg ermitteln miiite. Mit den
Grenzen Y(9077) und =(9077) kann man nun die Eindeutigkeitsvermutung fiir p = 9077

einfach zeigen.

Beispiel 3.0.7 In Beispiel 1.4.3 (S. 25) besafl die Kongruenz ¢> = —1 mod(9077), fiir
die Markoffzahl p = 9077, die Lisungen :

¢ = 2216 und q = 3468.
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Innerhalb der Grenzen Y (9077) und =(9077) hat die Kongruenz die eindeutige Lisung q :

q' < Y(1325) = 3467.1 < g < E(1325) = 3759.8 .

Neben den bisherigen Uberlegungen beziiglich der Eindeutigkeitsvermutung kann man
versuchen, mit dem Computer Markoffzahlen zu berechnen, um méglicherweise einen Wi-

derspruch zur Vermutung zu finden. Dies bietet sich insofern an, da man wegen :

(p, p1,p2) mit p > maz(p1,p2)

und py = 3pp1 — p2 , Py = 3pp2 — p1 vgl. 1.3 (S. 14)

einen genauen Uberblick iiber die Markoffzahlen hat. Die ersten Berechnungen machten
1971 D. Rosen und G.S Patterson Jr. [13], die 30-stellige Markoffzahlen berechneten. A.
Baragar [15] testete 1996 140-stellige Markoffzahlen. Ich selber habe 140-stellige Markoff-
zahlen berechnet und konnte die in Baragar [15] angegebene Anzahl von 18906 Markoff-
zahlen und die Aussage, dafl bis dahin kein Widerspruch zur Eindeutigkeitsvermutung
besteht, bestitigen. I Die umfangreichsten Berechnungen stellte D. Zagier [14] an, des-
sen Datenmaterial bis 10'3% reicht und die Vermutung bis dorthin bestiitigte, was die

Richtigkeit sehr wahrscheinlich macht.

"Leider passen 140-stellige Zahlen nicht auf die Titelseite, deshalb sind dort die 74 schénsten 100-
stelligen Markoffzahlen zu sehen.
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